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Chapitre 2
Déterminants

Exercice 1 : Calculer le déterminant des matrices suivantes.

1 1 1 1 1 2 1 2 01 2 3 1 ¢ ¢ 1
1 -1 1 1 1 31 3 1 2 3 0 1 01 -1
11 -1 1| 2 1 0 6" 23 0 1})° vt o1 ot 1
1 1 1 -1 1 117 3 01 2 0 2 0 1

Exercice 2 : Pour (a,b,c) € R3, calculer les déterminants suivants.

2

1 a a 1 cosa cos2a
A=|1 b V|, D=1 cosb cos2b|.
1 ¢ 2 1 cosc cos2c

Exercice 3 : Pour (a,b,c) € C3, calculer le déterminant

a ¢ ¢ b

c a b ¢
D_cbac'

b ¢ ¢ a

Exercice 4 : Pour quelle valeur de a € R, les matrices suivantes sont-elles

inversibles ?

a -1 0 -1 0 a a a®—a

-1 a -1 0 1 a—1 2a—1 a®>—a
Ma 0 -1 a -1}’ Na = 0 a a 0

-1 0 -1 a 1 a 3a—1 0

Exercice 5 : Pour n € N*, on considére le déterminant de taille n x n suivant.

31 0 -0

2 3 1
An=1lo 2 3 . o
. .
0 0 2 3

. Calculer Al, AQ et Ag.
. Montrer que pour tout n € N*, on a A2 = 34,41 — 24,,.

. Calculer Ay et As. Conjecturer une expression pour A,,.

N N

. Démontrer la conjecture précédente.

Exercice 6 : Pour (s1,...,s,) € R", calculer le déterminant

S1 «vr ... 81
D_ S9 ... 89
S1 82 ... Sp
Exercice 7 : Soit A € ., (R).
1. On suppose que .
Vie[Ln], > layl <1

=1

Montrer par récurrence sur n que |det(A)| < 1.

j=1 (ZZ"; ’“z’j!) .

2. En déduire I'inégalité

[det(A)| <[]
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Exercice 8 : Soit M € .#,,(R) une matrice antisymétrique. Montrer que si n
est impaire, alors M n’est pas inversible.

Exercice 9 : Déterminer les réels t € R tels que la famille
T = ((t,1,1),(1,t,1),(1,1,t))

est une base de R3.

Exercice 10 : A quelle condition sur (a,b,c) € R3, la famille
Fase = (X =), (X )%, (X = c?)
est une base de Ry[X].

Exercice 11 : Soit E un espace vectoriel admettant une base (v1,ve,vs,v4)
notée . On note w = v1 + va + v3 + vg. Pour quelle valeur de ¢t € K, la famille
Fi = (v + tw, vy + tw, v3 + tw, vy + tw)

est-elle une base de E'?

Exercice 12 : Calculer le déterminant de u € .Z(R3) et déterminer si u est un
isomorphisme dans chacun des cas suivants.

(Z) U(IE,y,Z) = (l’+y—|—Z,$+Z,y—|—2), (“) u(:z:,y,z) = (x—y,y—z,z—m).

Exercice 13 : Calculer le déterminant de u € Z(R3[X]) et déterminer si u est
un isomorphisme dans chacun des cas suivants.
(i) u(P) = P+P,

(ii) u(P) = P(X+1)—P(X), (iii) uw(P)=XP +P(1).

Exercice 14 : On considére une matrice

A= <“C” Z)  M(R),

ainsi que 'application ¢ : #5(R) — #2(R) donnée par p(M) = AM.
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de .#(R).
3. Exprimer le déterminant de ¢ en fonction de celui de A.
4

. En déduire que ¢ est un isomorphisme si et seulement si A est inversible.

Exercice 15 : Soit F¥ un espace de dimension finie sur R. Montrer que il
existe f € Z(FE) tel que f2 = —Id, alors la dimension de E est paire.

Exercice 16 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(E)
un endomorphisme de rang 1.

1. Montrer qu’il existe une base % de E tel que toutes les colonnes de Mat (u)
sauf la derniére soient nulles.

2. En déduire que det(u +Id) = 1 + Tr(u).

Exercice 17 : Soit E un espace de dimension finie et soit s € Z(F) une
symétrie.

1. Ecrire la matrice de s dans une base adaptée a E = Ker(s—Id)®Ker(s+1d).

2. Exprimer le déterminant de s en fonction de la dimension de Ker(s + Id).
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